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Sei K ein lokaler nicht-archimedischer Körper, πK ∈ OK ein Primelement, pK := πKOK, k der
Restklassenkörper und p die Charakteristik von k. Sei Un

K := Un
K/U

n+1
K und seien

ι0K : U0
K → k×, ᾱ 7→ α mod πKOK

und
ιnK : Un

K → k, ((1 + πn
Kα) mod Un+1

K ) 7→ (α mod πKOK)

die Isomorphismen aus Kapitel 3 der Vorlesung.

36. Aufgabe (1+1 Punkte, Unverzweigte Erweiterungen): Sei L ⊃ K eine endliche unverzweig-
te Körpererweiterung mit Restklassenkörper kL, so dass [L : K] = [kL : k]. Sei πL := πK. Be-
zeichne : Gal(L/K) → Gal(kL/k), σ 7→ σ̄ den kanonische Isomorphismus. Für n ≥ 0 induziert
σ ∈ Gal(L/K) einen Automorphismus auf Un

L, den wir mit σn bezeichnen. Zeigen Sie:

(a) Für n ≥ 0 gelten σ̄ ◦ ιn = ιn ◦ σn für n ≥ 0 und NL/KUn
L ⊂ Un

K.

Bezeichne Nn : Un
L → Un

K für n ≥ 0 die von NL/K induzierte Abbildung.

(b) Es gilt ι0K ◦N0 ◦ (ι0L)−1 = NkL/k, und für n ≥ 1 gelten ιnK ◦Nn ◦ (ιnL)−1 = SpurkL/k. Insbesondere
gilt NL/KUn

L = Un
K für n ≥ 0.

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass NkL/k und SpurkL/k surjektiv sind.

Sei im Weiteren L ⊃ K eine zyklische Galoiserweiterung von Primzahlgrad ` und G = Gal(L/K).
Sei (Gs)s≥−1 die höhere Verzweigungsfiltierung (in unterer Nummerierung), und sei t := iL/K(σ)
fürσ ∈ G ein Erzeuger von G, so dass G = Gt und Gt+1 = {e}. Seiψ := ψL/K die Herbrand-Funktion.

37. Aufgabe (1+1+1+1 Punkte, Verzweigte zyklische Erweiterungen): Sei m = (t + 1)(` − 1).
Zeigen Sie:

(a) Die Funktion ψ hat Steigung 1 auf dem Intervall (−1, t) und Steigung ` auf R>t.

(b) Für die Differente d = dL/K gilt d = pm
L .

(c) Es gilt SpurL/K p
n
L = prn

K mit rn = bm+n
` c. Vergleiche: AZT 1, Aufgabe 21.

(d) Für x ∈ pn
L gilt NL/K(1 + x) = 1 + SpurL/K(x) + NL/K(x) (mod Spur p2n

L ).

Sind für ein n ≥ 0 die Inklusionen NL/KUψ(n)
L ⊂ Un

K und NL/KUψ(n)+1
L ⊂ Un+1

K gezeigt, so bezeichne
stets Nn : Uψ(n)

L → Un
K die von NL/K induzierte Abbildung. Sie πK := NL/KπL für ein Primelement

πL ∈ OL. Sei θn : G→ Ut
L wie in Aufgabe 10, Blatt 3.

38. Aufgabe (1+1+1 Punkte, Zahm verzweigte zyklische Erweiterungen): Gelte t = 0, d.h., L
ist zahm verzweigt über K. Man kann stets πL so wählen, dass πK = π`L gilt. (Warum?) Zeigen
Sie:

(a) Für n ≥ 0 gelten NL/KU`n
L ⊂ Un

K und NL/KU`n+1
L ⊂ Un+1

K .

(b) Es gilt ι0K ◦N0 ◦ (ι0L)−1 : k× → k×, α 7→ α`, und 0 −→ G
θ0
−→ U0

L
N0
−→ U0

K ist linksexakt.

(c) Für n > 0 gilt ιnK ◦Nn ◦ (ι`nL )−1 : k→ k, α 7→ `α , und insbesondere ist Nn ein Isomorphismus.



39. Aufgabe (1+2+1+2+1 Punkte, Wild verzweigte zyklische Erweiterungen): Gelte t > 0, d.h.,
L ist wild verzweigt über K und ` = p. Zeigen Sie:

(a) Es gelten NL/KUL ⊂ UK und NL/KU1
L ⊂ U1

K, sowie ι0K ◦N0 ◦ (ι0L)−1 : k× → k×, α 7→ α`.

(b) Sei n > 0, sei x ∈ pψ(n)
L und definiere δn<t := 1 für n < t und δn<t := 0 für n ≥ t. Dann gelten

NL/K(x) ∈ pψ(n) und SpurL/K(x) ∈ pn+δn<t
K . Insbesondere gelten

NL/K(1 + x) =


1 + NL/K(x) (mod pn+1

K ), falls n < t,
1 + SpurL/K(x) + NL/K(x) (mod pn+1

K ), falls n = t,
1 + SpurL/K(x) (mod pn+1

K ), falls n > t.

(c) Für n > 0 gelten NL/KUψ(n)
L ⊂ Un

K und NL/KUψ(n)+1
L ⊂ Un+1

K .

(d) Für n > 0 ist die Abbildung ιnK ◦Nn ◦ (ιψ(n)
L )−1 von der Form α 7→ anα + bnαp mit an ∈ k× für

n ≥ t und an = 0 für n < t, und bn = 0 für n > t und bn = 1 für n ≤ t.
Hinweis: Um at , 0 zu zeigen sollte man Nt ◦ θt = 0 überlegen.

(e) Die Sequenz 0 −→ G
θt
−→ Ut

L
Nt
−→ Ut

K ist linksexakt, und Nn ist ein Isomorphismus für
n ∈N0 \ {t}.
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